Corrigés chap. 10 PLASTICITE
Exercice 10.2 Contraintes dans une plaque galvanisée

On recouvre une plaque d'acier d'un film de Zn (zingage ou galvanisation) pour le protéger de
I’oxydation, comme illustré sur la figure ci-dessous. La déposition est effectuée a la température
de fusion du Zn, T,. On souhaite calculer les contraintes d’origine thermique dans le Zn et le
Fe induites par le refroidissement de la température T, a la température ambiante Ta.. Les
coefficients d'expansion thermique sont oz, et otFe.
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1. Ecrire I'expression de la déformation pour chacun des matériaux, en supposant que
toute la déformation est thermo-élastique.

pour Zn: e=¢, +¢, =0 (Ta-Tz)+¢,
pour acier: e=¢, +¢, =0, (Ta-Tz) + ¢,
2. La plaque étant supposée de dimensions infinies selon x et z, elle reste plane lors du

refroidissement. Traduire alors cette condition sur la distribution de contrainte oxx(y).
il faut que la somme des forces selon x soit nulle i.e en notant L la dimension selon z:

h+6 h+6 h+o
[ dF@)= | o, (L,dy =0 soit | o, (y)dy=0
—h-6 —h-6 ~h-6

sinon un voilement de la plaque apparaitra.
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3. Que devient cette relation si les contraintes sont supposées uniformes dans chacun des

deux matériaux ? On notera ces contraintes 6zn et Gre.
h+6

. o
on a alors j o, (y)dy =206, +2ho,=0 ie. o, = _HGZ“
—h-5
4. Utiliser le fait que I’adhésion du Zn sur ’acier est supposée parfaite pour calculer 6zn
et GFe.
il y a alors égalité des déformations dans le zinc et l'acier: €, = ¢,

o o
o =q, (Ta-Tz) + == avec 6,,= ——o0
h

Zn Fe

a, (Ta-Tz)+

il vient: [L + —J 6,,= (00, )(Ta-Tz) = (0, -0y, ) (Tz-Ta)

)
ouencore 6, =E AodAT 20. et o5 = —Kczn < 0.

5. Des valeurs typiques pour ce procédé sont: § = 25 pm, oza = 35E-6 K'!, Tzn = 425°C,
Eza =90 GPa, h = 500 um, are = 12E-6 K, Ta = 25°C et Ere = 200 GPa. Calculer 6z,



comparer cette valeur a la limite plastique du Zn, oy = 28 MPa et montrer qu’il y a
plastification du Zn. Qu’en est-il de I’acier ?

AN: [El 2 J _ [El ! j ~—L cto, = E, AaAT = 90.10°.23.10°.400=36x23=828 MPa

+
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et 6= —%0 =-828/20=-41.4 MPa

La limite élastique du Zn est dépassée: il y aura une composante plastique dans la
déformation du Zn (mais pas dans celle de 1’acier) et la contrainte dans le Zinc sera de 28

MPa.
Calculer la déformation plastique dans le Zn. On commencera par décomposer les

déformations &' =& +¢ +c) et on traitera le Zn comme un matériau élastique
et parfaitement plastique, afin de trouver a%‘n .
0]

28 MPa 28 MPa

Ecrouissage linéaire

Idéalement plastique

0I 78 0| 78

pourZn: e=¢g, +¢g, +eg,=a,(TaTz) +g,+¢,

pour acier: =g, +¢, =0, (Ta-Tz) + ¢
I'égalit¢ des déformations dans le zinc et l'acier: €, =€,

o c
0 — F —
o, (Ta-Tz) + — +¢&,= 0, (Ta-Tz) + — avec 6, = 4 o,
Zn Fe

il vient: (L + %] G, ~ [ELJ 6,= (-0, )(Ta-Tz) - &, = (a,,-0, )(Tz-Ta) - &,
Zn Fe Zn

ou encore &, = AGAT ——L =23.10°.400 - %10‘2 (9.2-0.31)107 =0.889%
Zn
Dans la décomposition des déformations, c’est la composante plastique qui est la plus
élevée.
Calculer la déformation plastique dans le Zn dans le cas d’un écrouissage linéaire de
pente H=1 GPa.
égalité des déformations dans le zinc et l'acier: ¢, = ¢,

c c o G, -C
o,,(Ta-Tz) + — +&,=0,(Ta-Tz) + == avec 6, = ~1 O ete, =—=—=2

Zn Fe

ainsi on peut calculer 6, que l'on note o .....
on peut aussi négliger les déf. élastiques ... et noter que les déf. thermiques AaAT
se transforment en déf. plastique dans le Zinc:

g, = AaAT =23.10°.400 = 0.92% = ¢, =~

c=o0,tHe = 28+1000%9.210° =28+9.2 =37.2 MPa.

et 6. = —§G= —%037.2 MPa = - 1.86 MPa.
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Exercice 10.3

On considére le tenseur de contraintes suivant :

or 0 0
o= 0 o1 0
0 oI

et le critére de plasticité de Von Mises

1
f=o0,- Gozﬁ\/(cl Gy )2 +((51 S )2 +(611 S )2 -Gy

Démontrer alors la relation suivante :
o _3 oy
do ij 2 Teq

Ou obp est le tenseur déviateur des contraintes.

On remarque que le tenseur des contraintes est exprimé dans son repére principal (ou propre)
et qu’il est donc diagonal. Calculons tout d’abord le tenseur déviateur des contraintes noté S =
oD :

1 ) 1 1
S=oc+pl=0c -ETI‘GI est diagonal et S| = o, -E(G[ +6,+0,)= 5(261-(511-6111)
et idem pour les autres composantes diagonales de S.

i of
le tenseur dérivée a pour composantes Fy

0

2 (GI_ Oy )+2(GI_ GIII)

. of
Calculons la premiere composante =

-

aO'[ 2\/(61'611 )2 +(G Gm) +(Gu Oy )2
i _ L 20,-0,-0y :L 3S,
90, V2 \/(GI‘GH )2 +(GI_GIH )2 +(GH “Om )2 V2 \/(GI_GH )2 +(GI_GIH )2 +(0H Oy )2
i 3 ! S, —zi et idem pour les autres composantes.
801 \/7 \/>(5 eq
Ainsi i —ii
oo. 2 Oy

)
Exercice 10.4 Ecrasement axisymétrique

On considere la déformation par compression entre deux plans paralléles d’un lopin de métal
rond de rayon initial R et de hauteur 2h. Apres écrasement, le lopin présente une hauteur 2h’ et
un rayon maximum R’. Par symétrie du probléme, on travaille en coordonnées cylindriques ou
la déformation est indépendante de I’angle 0. La figure ci-dessous présente la situation pour un
quart de ce lopin dans une coupe a angle 0 constant. Lors de I’écrasement, un point M de
coordonnées cylindriques (p,0,z) se déplace en M’(p’,0,z’) donné par les équations :

R'-R h'-h

p'= p[1+th(2—Zﬂ et z' =(l+¢,)z avec = >0 et &=~ <0

Calculez le champ de déplacement u.



i=ple 2122 lg +¢e.2z8 etle rayon maximum est obtenu en z = h et vaut R(1+¢€R).
R h h T h z

Calculez directement le tenseur linéarisé des petites déformations € en utilisant le tenseur
gradient d’un vecteur v en coordonnées cylindriques.

o o
Yooy 1 ng(z—fj 0 gRﬁ(l—ij
op 2 0z h h h h

e=Ltwvusvuy=| o 2 o |- 0 gRi[z—ij 0
2 Yo, h h

8

l& 0 auz ERE( _ij 0 gh

2 0z 0z h h

Le matériau constitutif du lopin a un comportement élastique isotrope de coefficients de
Lamé p et A. Calculez le tenseur des contraintes associées aux petites déformations
déterminées précédemment.

gRR 0 gRZ
e=| 0 & 0 | ettre=2g,,+¢, et o=2ue+Atrel
&y 0 g

n

2y + A (26, +,) 0 2ue,, o 0 o
o= 0 2y + A (26, + ;) 0 = 0 o, O
2ue,, 0 2ue, + A2, +¢,)) \op, 0 oy

Quelle est la densité de force t sur la paroi en z =0 ?
La densité de force t sur la paroi en z =0 vaut :

P
Oopg 0 Oy 0 “2Hey h

t=06,0(€,)=| 0 o O |[|0|= 0 car €, =0 enz=0
2 ) \-1) | -(2pth)e,

En déduire la force de réaction du support sur lequel est posé le lopin lors de I’écrasement
On notera R cette force.

R 2n R
R = [IZHSR %Pdpj j érde + Zn[j(2p+}u)8hpdpJéz = Tc(zlvH_}\f)Sth_éz

0 o

La réaction globale du support est selon I’axe vertical : elle « résiste » a I’écrasement du lopin.
On note oo la limite élastique du lopin et on utilise le critere de plasticité de Von Mises :

- 2 2 2 2 2 2
f= (Oxx- CT},),)2 + (Gyy - Gzz)j + (G, - CTXX)7 + 6Gxy + 6Gyz + 60z - 265
Ce critére est valable dans tout repére orthonormé, donc aussi dans le repére (p,0,z).

2
ol S 2 2
Montrer que dans notre cas, le critére s’écrit : =2(0pp- czz) +60,, -20;.

2
N ;. 2 2
Dans notre cas, vue la forme de o, le critére s’écrit : f=2(0pp- GZZ) t 60, -20;.

Appliquez ce critére sur la surface z = 0 puis déterminez le premier point a plastifier.
Surfacesz=0etz=h:



2 2 2
f =38y’ (SR ﬁ(z-ﬁj-ghj +24p%2 (%j (19 262 =0

2
2 p 2
f =81 (g,) +24p’eq (Hj -20, =0et f ., =8u’(g,-¢,) -20, =0

En z =0, la plasticité va commencer en p =R, i.e. au bord du lopin.

En z = h, la plasticité va commencer dans toute la section lorsque les déformations €r €t €,
deviennent suffisamment différentes :

81 (8- €,) - 262 =0 soit (s-¢,) =02 /4p* soit lex- €,|= 0, / 21
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